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Ztschr. f. angew.
Math. und Mech.

Frequenzanalyse turbulenter Schwankungen.
Von H. Motzfeld in Gottingen. :
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Stromungsforschung.)

Die der mittleren Geschwindigkeit einer turbulenten Strémung tiberlagerten Geschwindig-
keitsschwankungen lassen sich zusammengesetzt denken aus einer sehr grofen Anzahl von
harmonischen Schwingungen verschiedener Frequenz und verschiedener Amplitude. Fir viele
theoretische und auch experimentelle Fragen ist es nun von Bedeutung zu wissen, wie sich
die gesamte Schwankungsenergie iiber den vorkommenden Frequenzbereich verteilt, d. h. man
fragt nach dem Spektrum der turbulenten Schwankungsbewegung.

Ist «’ (1) die an einem festen Punkt innerhalb einer turbulenten Stromung der mittleren
Geschwindigkeit tiberlagerte Geschwindigkeitsschwankung, so ist der zeitliche Mittelwert der
gesamten Schwankungsenergie «’>. Es sei nun f(w)(w =2nn Kreisfrequenz) die Verteilungs-
funktion der Energie, fiir welche gilt

l_)[f(w)dco:l e 1)
Dann stellt .
w flw@do=44 . . . . . . . . . . .. .. @©
den Beitrag dar, den das Frequenzband von der Breite 4 w zur Gesamtenergie liefert, und
N
w?fwdwo=FN) . . . . . . . . . ... .0

0

den Beitrag, den das Frequenzband zwischen 0 und N liefert.

Es ist nun gleichgiltig, welche der beiden Funktionen F(w) oder f(w) experimentell
ermittelt wird. Die Aufnahme der Geschwindigkeitsschwankungen geschieht am besten mit
einer Hitzdrahtbriickenschaltung, wie sie ‘des ofteren beschrieben worden ist. Die Ge-
schwindigkeitsschwankungen »’ werden durch eine solche Schaltung in Spannungsschwankungen
tiberfithrt. Durch Rohrenverstdrker konnen diese Spannungsschwankungen verstirkt werden
und durch geeignete Wahl des Arbeitspunktes der Rohren und durch Anwendung von Kompen-
sationsschaltungen ist erreichbar, daf die Spannung am Ausgang des Verstirkers E =k, o’
wird (k, = const).

Legt man jetzt diese Spannung an die beiden Spulen eines Elektrodynamometers, so
zeigt dieses einen Wert an, der proportional zu w’® ist. Schaltet man aber vor das Dynamo-
meter eine Siebkette, die nur die Frequenzen w <X N gleichmibig hindurchlift, so ist der
von dem Dynamometer angezeigte Wert

Wi{f(w)dw:ﬁ’?F(N).‘

Durch Anderung von N an der Siebkette li&t sich die Kurve w’® F (N) punktweise bestimmen.
Dieses Verfahren wurde von Simmons und Salter*) angewendet, um die Spektralkurven
der turbulenten Schwankungen hinter einem Maschengitter in einem Windkanal zu ermitteln.

Nach einem Vorschlag von H. Reichardt, von dem auch die Anregung zu den vor-
liegenden Untersuchungen stammt, kann die Ermittelung von f(w) mittels einer Reihe von
mechanischen Schwingungssystemen von verschiedenen Eigenfrequenzen w, erfolgen, die durch
einen zu E’ proportionalen Strom J' elektromagnetisch erregt werden. Aus den Schwingungen
dieser Systeme lassen sich die Werte von f(w) an den Stellen der Eigenfrequenzen w, be-
rechnen. Eine kurze Betrachtung soll dies zeigen.

Da bei den Versuchen, iiber die unten noch berichtet werden soll, als Schwingungs-
systeme Drehschwinger verwendet werden, so wollen wir die Formeln auch fiir Drehschwinger
anschreiben. Bezeichnen wir mit

© das Tragheitsmoment des Schwingers,
D die Direktionskraft des Torsionsfadens,
R die Reibungsziffer der Dampfung,

M (f) das erregende Moment,

so lautet die Gleichung der Drehschwingung
Op"+Re'+Do=M® . . . . . . . . . . . . 4

1) Simmons und Salter: An experimental determination of spectrum of turbulence. Proc. Roy. Soc. A 920,
p. 73 (1938).
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Nehmen wir zunichst einmal an, daf die turbulenten Schwankungen sich aus S diskre'ten
harmonischen Schwingungen zusammensetzen, deren Frequenzen Vielfache von 4w sind.
So koénnen wir schreiben

klu’=k1%sjc,,sin(vdwt-—a,,):E'=k2J’. N (57 )
Ist nun die MeBanordnung so gewéhlt, dak das erregende Moment
M(t)=k3J’=K%S’c,,sin(rAwt- 70 T ()]
ist, dann erhalten wir als Losung der Differentialgleichung
<p=@e—“tsinwot+$C,sin(vdwt—?I’,,) R ()
mit
:g...................(7a),
wo=]/£—(-’—2‘—>2 S )
und ’ '

Ke,
C,= D 2 -
V @(@—(mm?) (v d )

Den ersten Term der Losung (7) brauchen wir nicht weiter zu betrachten. Er klingt nach
einiger Zeit ab. In dem zweiten Term stéren die Phasenwinkel . Um sie herauszus_chaffen,
erheben wir diesen Term ins Quadrat und bilden den zeitlichen Mittelwert. Es ergibt sich

dann der einfache Ausdruck
(79_2—_-%20,,2..............(8)~

Von dem Quadrat der Gl. (5) bilden wir ebenfalls den zeitlichen Mittelwert und erhalten
s

k,§c¢=k,iﬁ..........(9).

1
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Die Grogen c,” sind nun Teilbetrige der gesamten Schwankungsenergie. Nach Gl. (2) und (9)
konnen wir setzen

6, =2W 7 f(@dw . . . . . . . . . . . . . (10)

Ist nun S eine sehr groge Zahl (S->co) und 4 w sehr klein (4 w > d w), so la8t sich in Gl. (8)
die Summe als Integral schreiben. Sie lautet dann, wenn wir noch die Werte fiir C,* und ¢,?
einfiihren,

o

aﬂzzqmpf(“:) do . . . . . . . . . . (D
(@ ——w"’) —+ %% w?

Um auf einfache Weise hieraus die Spektralkurve f(w) zu ermitteln, bedenken wir, dai
sich (11) auch schreiben 1ift

—Le (12)

(@ — w’),-i— x? w_2
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worin f(w,) der Wert der Spektralkurve an einer Zwischenstelle w, bedeutet. Da ferner gilt

=]

dw 7
S(D 22+ . 2:%6002 Ce e e e e e e e (13),
'@—(I)) ®w
0

so ergibt sich, wenn wir nach f(w,) auflosen,

(p"’
flod=K,=swl= . . . . . . . . . . .. . (14.

Die Stelle w, ist uns nicht bekannt. Fiir kleine » ist aber die Resonanzbreite des
Schwingers sehr schmal. Wir machen also keinen grofen Fehler, wenn wir als Naherung
setzen: w,~w,. Um die Grose dieses Fehlers zu ermitteln, wurden bei den Messungen
(siehe unten) dem Schwinger verschiedene Dimpfungen gegeben. Es zeigte sich hierbei, dag
fiir Frequenzen % =4 Hz., der Fehler innerhalb der Mebgenauigkeit lag. Fiir tiefere Frequenzen
dagegen war ein Fehler festzustellen. Es liet sich aber die durch Versuche ermittelte Ab-

hingigkeit der Groke @® von x durch eine Potenz darstellen. Wir erhalten somit fiir sehr
tiefe Frequenzen die empirische Formel

2

p :
flo)=K—sol= . . . . . . . . . . . . (15).
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Abb. 1.

Die Apparatur, mit der nach diesem Verfahren Frequenzanalysen durchgefithrt wurden, ist
in der Abb. 1 schematisch dargestellt. Es wurden als Schwingungssysteme Drehschwinger
verwendet. An einem diinnen Torsionsfaden ist als Achse des Schwingers ein steifer Draht
aufgehingt, der durch ein Glasrshrchen in der Mitte geteilt ist, so daf zwischen dem oberen
und dem unteren Stiick keine elektrisch leitende Verbindung besteht. An dem unteren Ende
trigt die Achse einen Schwingkorper, an dem oberen einen Spiegel und in der Mitte eine
Spule. Ein Ende dieser Spule ist mit dem oberen Stiick der Schwingerachse, das andere
mit dem unteren verldtet. Die Stromzufiihrung geschieht durch den Torsionsfaden und durch
einen dinnen Platindraht, der in ein Gefif mit Quecksilber tgucht. In dem Gefif befindet
sich tiber dem Quecksilber eine Diampfungsflissigkeit. In diese hinein taucht der Schwing-
korper. Bei Eigenfrequenzen tiber 20 Hz. zeigte es sich, dak es vorteilhafter ist, dem Dreh-
schwinger einen etwas anderen Aufbau zu geben (Abb. 1b). Da das Trigheitsmoment der
Spule und des Spiegels grof genug ist, eriibrigt sich die Anbringung eines zusitzlichen Trig-
heitsmomentes. Dagegen ist das Gewicht der Spule zu gering, um den Torsionsfaden zu
straffen. Es befindet sich daher an dem unteren Ende der Schwingerachse ein zweiter Tor-
sionsfaden, an dem ein Gewicht hingt, das beide Faden strafft. Durch dieses Gewicht
wird weiter erreicht, daf der Drehschwinger stets senkrecht héngt, wodurch iberlagerte
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i en, hervorgerufen durch das Schwerefeld, vermieden werden. Das Gewicht taucht
islflzazinzgéi}ll;;i 01 und blgeibt bei den schnellen Oszillationen des Schwingers praktisch in Ruhe.

In der zur Verfiigung stehenden Apparatur beﬁndgn sich 6 Schwinger der ersten und
4 Schwinger der zweiten Art. Die Eigenfr‘equenzen llegen zwischen 0,2 und 43 Hz. .D1e
Schwinger sind so aufgehéingt, daf sich die Sp}llen. zwischen den Polen N und S eines
Elektromagneten befinden. Fir jeden Schwinger ist eine Beleucht.ungsvorrxchtung'vorhanden.
Der von dieser Beleuchtungsvorrichtung ausgehende Llch_tstrahl. wird von derp Sp1ege1. reflek-
tiert und fallt auf einen Filmstreifen. Letzterqr kann mittels eines Motgrs Iplt ver'schle.denen
Geschwindigkeiten vorbeigezogen werden. Die ganze Apparatur ist in einem lichtdichten
Kasten untergebracht.

An die Spulen der Schwinger wird nun die Ausgangsspannung E des_Verstéirkers gelegt.
Durch die jetzt auf die Spulen wirkenden Drehmomente .werden die Schwinger angeregt und
ihre Schwingungen werden auf den Filmstreifen aufgezeichnet. Die Versuche haben gezeigt,
dak zur Erlangung guter Mittelwerte Beobachtungszeiten von 12 bis 15 Minuten erforderlich sind.

Wie aus der Formel (15) hervorgeht, sind fir die die Berechnpng von f (w,) verschlqdene
Grogen erforderlich. Die Konstante K, wird durch Eichung fir jeden emzelr.len Schwinger
ermittelt. «'F wird mit dem Dynamometer gemessen. Zur Bestimmung d"er Eigenfrequenzen
werden wihrend der Messungen auf den Filmstreifen in gewissen Ze{tabstanden Lichtmarken.
gegeben. Das logarithmische Dekrement x ergibt sich aus der Abklingkurve der Sc}.lwmger.
Der quadratische Mittelwert der Amplitude @* wird aus den aufgezeichneten ?chyvmgungs-
kurven mittels eines Quadratplanimeters bestimmt. Zur Ermittelung der Abhz.mglg‘l'{elt des
Wertes @* von x ist es notwendig, verschiedene Mefreihen aufzunehmen mit g'eanderter
Dampfung der Schwinger. Aus den zu einem Schwinger gehé;enden We'rten ist .durch
logarithmische Auftragung der Exponent p und der Faktor K, firr diesen Schwinger zu finden.
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Abb. 2 Abb, 3.

In der Abb. 2 sind nun die Ergebnisse der Messungen wiedergegeben, die der Verfasser
in der turbulenten Stromung eines rechteckigen Kanals von 24 cm Hohe und 190 cm Brelﬁe
bei einer Mittengeschwindigkeit von 100 cm/s nach diesem Verfahrep dqrchgefuhrt h'afi S
zeigte sich dabei, daf innerhalb der Mefgenauigkeit die Spektralkurven fiir die verschiedenen
Wandabstinde zusammenfallen.

In der Abb. 8 werden nun diese Ergebnisse mit denen von Simmlqlns und Salter ver-

. n
glichen. Als Ordinate ist hier aufgetragen U_Z(_n_) iber der Abszisse —5.
hinter einem Gitter ist U die mittlere Geschwindigkeit im Windkanal und_L.d1e Maschen-
weite des Gitters. Fir die Wandturbulenz ist U die mittlere Geschwir}digkelt im Kanal und
L die Kanalhshe, Die ausgezogene Kurve gibt die Ergebnisse von Simmons und Salter
wieder. Man sieht, dak sie mit den unseren gut vergleichbar sind. 898

Fiir die Turbulenz
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